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1 特集◎データ圧縮 I

ハフマン符号木に関連した話題

Julia Abrahams （和訳：山本博資）

1 はじめに

ハフマン符号化[1]は最もよく知られた符号木問題であるが， それに関連し

た興味深い問題がいくつも存在することや， ハフマン符号の性質に関して多く

の有用な結果が得られていることは， あまり知られていない． 本論文では， ハ

フマン符号木問題， ハフマン符号木の特性およびそれに関連した問題（例えば，

情報源アルファベットが可算無限個の場合， 符号語が辞書順制約を受けるHu­

Tucker 符号木問題の場合， 最大符号語長制約を受ける場合， 平均符号語長以

外の他の特性の最小化問題など）を紹介する． なお， 符号の同期特性， 符号語

シンボルが不均ー コストを有する場合の符号化， 分解木（つまり可変長—固定長

(V-F)符号木）， 符号木の数え上げや表現方法などを含む符号木および分解木

に関するより広範囲なサ ーベイが筆者[2]によりなされている．

ハフマン符号化問題では， 既知で離散的な確率分布に従う定常無記憶な確率

変数が情報源から出力されると仮定している． ハフマン符号は， 固定長—可変

長(F-V)の無損失( lossless)符号（つまり， 情報源の1シンボル（あるいは固定

長系列）を可変長の符号語シンボル列に符号化し， その符号語が誤りなく受信

できるという仮定の下で， 符号語から一意に元の情報源シンボル列が復号でき
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るような符号）の 一つである ．
一意復号可能なためには， 符号木の各内部節点

から出ている各枝に異なる符号語シンボルを割り振った木のパスとして符号語

が表現されていればよく， この符号構成で平均符号語長が最小となる符号を作

る ことができる ． 各情報源シンボルを葉に割り振り， 根からその葉までのパス

がその情報源シンボルに対応した符号語となる ． 復号は， 根から符号語シンボ

ル列にしたがって符号木をたどり， たどり着いた葉に対応した情報源シンボル

を復号すればよい ． 引き続く符号語シンボルに対して再び根からたどりながら

復号を繰り返して行く ことにより， 元の情報源系列を復号できる ． このように，

ハフマン問題を始めとするほとんどのF-V無損失符号化問題は， そのような

ラベル付けされた木を求める問題である ． ハフマン問題は， 符号語長（根から

葉までのパス長）を情報源の確率分布で平均したときの平均符号語長を最小化

する符号木を構成する問題となる ． 生起確率の大きい（小さい）情報源シンボル

に短い（長い）符号語を使う ことにより， 平均符号語長を最小にできる ．

ハフマン問題は探索問題への応用において他の意味付けを与えることができ

る ． 木の各内部節点を1つの検査に対応させ， その節点から出ている枝をその

検査で得られた異なる結果に対応させる ． 木の根から葉までのパスに対応した

一連の検査結果で分類される項目とその葉とを1対1に対応付ける ことができ

る ． 起りやすい項目はより少ない検査で， また起りにくい項目は多くの検査を

用いる ことにより， 最小の平均検査回数で 一つの識別項目を見つけることがで

きる ． ハフマン符号化[l]はあらゆる情報理論の教科書[3]-[6]で紹介されてお

り， また多くの計算機科学の教科書[7]-[10]でも， 探索問題へ応用を考慮しな

がら紹介されている ． 組合せ論的な探索問題としてのハフマン符号化は特に

AhlswedeとWegener[ll]およびAigner[12]の本で詳しく述べられている ．

2値V-F情報源符号化では， 符号木はK個の情報源シンボルの各々を， 2

値符号語シンボル列に対応付けるために使われる ． 符号木は， K個の葉と木

の頂点に位置する根を含めてK-1個の内部節点を持つ完全木であり， 各内部

節点から1対の枝が出ている ． 左の枝に 0, 右の枝に1の符号語シンボルがラ

ベル付けされている ． また， 全ての葉にはK個の情報源のシンボルの 一つが

ラベル付けられている ． 根から葉までの符号木のパスが， 葉の情報源シンボル

に対応した符号語シンボル列を与える ． 符号化問題は， 木構造に関する何らか

の拘束条件下で， ある性能を最適化する符号木を見つける ことである ． r>2

であるバ直情報源符号化では， 木の内部節点は 2~ r個の枝を持つ ことができ，

その柔軟性によりr値符号木問題はより複雑なものとなる ． しかしながら，

ほとんどの文献では， r値符号化へは単純に拡張できるとして2値符号木問題

しか取り扱われていない ．

ハフマンアルゴリズムは， 平均符号語長を最小化する符号木を見つけるとい

う基本問題に対する解を与える ． つまり， 確率分布P={p(i), i=l,…，K}で
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生起する情報源シンボル に対して， � p(i)l(i)を最小にするパス長L=
lsi<K 

{l(i), i=I,…，K}を持つ符号木を与える． この符号化問題では， 他に拘束条

件は存在しないが， 符号語長の集合Lを持つ2値符号木が存在するための必

要十分条件として， Kraft の不等式�2
―l(i) �1を満たさなければならない． そ

の結果， 最小の平均符号語長l*は， ェントロピ ー H= -�p(i) l og p(i)に対

して， H塁 ＊ くH+Iを満 た す． こ こ で， 確 率 分 布Pが 全てのiに対して

p(i)=2-l(i)となるdyadi c な分布のときに等号が成立する． 最小の冗長度l*

-Hで考えると， O�l*-H<Iとなる． 与えられたPに対してHが定数で

あることより， ハ フマン符号化問題は， 冗長度を最小にするLを求める問題

ということもできる． また， 符号木で定まるdyadi c な確率分布Q={q(i)=

2-l( il, i=I,…, K}は， 最小識別(minimum discrimination)の意味(Kullback­

L ei bl er距離の意味）でPに最も近いdyadi c分布となる． したがって， ハ フマ

ン符号化はmin �p(i) log2 p(i)/ q(i)を最小にするdyadi c 分布Qを与える．

ハフマンアルゴリズムはボトムアップ型の結合アルゴリズムである． 各段階

において， 最も小さな確率を持つ2つの節点（またば情報源シンボルに対応し

た葉）を兄弟節点として “結合(m erg e)"して親の節点を作る． その親の節点に

2つの子の確率の和を割り振り， 子供の2つの節点は対象から取り除かれる．

なお， ハフマンアルゴリズムにより作られる符号木は一意であるとは限らな

い． また， 符号語長の集合はハフマン符号と同じであるが， ハ フマンアルゴリ

ズムでは生成されない符号木も存在する． しかし， これらの区別はここでは重

要ではない．

2 ハフマン符号木の特性

情報源の確率分布の一部（あるいは全部）の情報から， そのハ フマン符号木の

形を特徴付ける問題を多くの研究者が取り扱っている． その結果， 符号を実際

に構成することなく ハ フマン符号木の形をある程度知る ことができる．

Katona とN em etz[l3]は， フィボナッチ数の比を含む特殊な情報源確率分布

に対するハフマン符号木の特別な場合の特性に基づいて， 確率p(i）を持つ情

報源シンボルの符号語長の上界を求めた． 彼らは， 平均符号語長に対するエン

トロピ ー限界を導出するために， 情報シンボルの自己情報量 一log2p(i)とそ

の符号語長l(i)の間の関係を見つける目的でその研究を行った． ハ フマン符

号の個々の符号語長に関する研究が文献[14]~[21]で行われている． Sc h a ck

[22]は， 自己情報量と符号語長が最も離れている場合に対する情報源シンボル

の生起確率の限界を求めるKatona -N em etz の研究を継続している． Ch eng

ら[23]は， ハフマン符号を固定長符号の代わりに用いる場合に， 低確率のシン

ボルが高確率のシンボルより多くなって， 一時的に膨張が生じる確率の限界を

求めるために， Sc h a ckの手法を利用している．
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最も確率が大きい情報源シンボルの生起確率 p(l) が分かっているとき， そ

の符号語長を1ビット以内で決定できる [14], [15], [24]． これらの結果は， 与え

られた p(l) を用いて ハ フマン符号の冗長度を [O, 1) の範囲よりも正確に求め

るために使うことができる． 冗長度の限界に関する最も包括的な論文はMan­

stetten [25]のものである． この冗長度の限界に関する研究はGalla ge r [26]に始

まっており， 最大確率 p(l) の代わりに最小確率 p(K) が分かっている場合を

含めて， この問題に多くの研究者が貢献している[27]~[33]． 順序付けられた情

報源確率のある部分集合が与えられているとき， その冗長度の限界を求める有

用な一般的な手法がYeung の冗長度定理[34]であり， 幾 つ かの冗長度限界は，

彼の結果の特殊な場合となっている．

Golom b [35]は， 複数の異なる符号木が同じ最小平均符号語長を持 つ ような，

有限情報源の確率分布について考察を行っている．

Ge ckinli [36]は， 最も長い符号語と最も短い符号語の差が0または1となる

ための情報源確率Pの必要十分条件を与えている． また， Katona と Le e [l4]

は， その差が与えられた整数値以 下になるための十分条件を与えている．

Geckinli は， 短い太った符号木がどのような時に最適になるかという問題を

取り扱っているのに対して， Katona-N em etz[l3]の研究は， 符号語長{l(i)=

i, i=l,…，K-1, l(K)=l(K-1)｝を持 つ細長い符号木がどのような場合に最

適になるかという問題を取り扱っている． また， V ino kur[37]も独立にこの問

題を取り扱っている．

ハフマン符号木のバランス特性， すなわち， 符号木の内部節点に対応した重

みの相対的なサイズに関する研究もなされている [38]~[40].

情報源確率分布のあるパラメ ー タ族に対しては， ハフマン符号木の形が明確

に知られている． 2値定常無記憶情報源出力系列をある固定長で区切り， その

ブロックを1シンボルとみなすと， その拡張シンボルは2項分布を持 つ ． Ja ­

kobsson [41]はある条件を満たす2項分布に対して， ハ フマン符号の形を明確

に与えている． S tubley [42]は， 全てのパラメ ー タ値に対する 2 項分布を考え，

この場合におけるハフマン符号化の冗長度を解析し， 冗長度の限界を得ている．

また， Stubley[43]はr値定常無記憶情報源の固定長系列から得られる多項分

布の場合も考察している． 2項分布を取り扱った他の研究者は， 平均符号語長

がブロック長に対してどのようになるか， 特にブロック長の増加につれて平均

符号語長が単調に減少しないという問題に興味を持っている[24], [44]~[46]. 

固定長の代わりにV -F符号を用いてシンボル拡張したものに対するハ フマ

ン符号化に関しても同様の問題が存在するが， それらは v-v （可変長—可変長）

符号化あるいは双対木符号化の枠組みの中で考えることができる [2].

ハフマン符号化と関連して研究されている他の分布は， 有限の幾何分布であ

る． この分布に対するハフマンの符号化はグルー プ分け検査で使われる． つ ま
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り， 一連の検査に基づいて， ある集合のすべての要素を2つのクラスのどちら

かに分類する組合せ論的な探索問題において生じる ． その各検査では， 与えら

れた部分集合のすべての要素が一つのクラスに属しているかどうかが判断でき

るような検査が用いられる． Hwang[47]は， この分布に対して， 個々の符号語

長を求めることなく平均符号語長を得ている．
一方， 文献[48]では， 符号語長

があるパラメ ー タ値に対してのみ明確に求められている． この問題は[49], 

[50]などでも取り扱われている．

その他にもハフマン符号が利用できる有限情報源分布の他のパラメ ー タ族が

幾つか存在する．
一様分布は， Gec;kinli[36]で取り扱われているように， 短い

太ったハフマン符号木を常に与える． Gun t herとSchneider[51]およびCamp­

bell[52]は典型系列からなるKシンボルの典型情報源を考え， そのエントロピ

ーと一様情報源のエントロピ ー の比較を行っている． この差は， 大きいKに

対して非常に小さくなるため， 大きな典型情報源に対しては， 短い太った木が

ほぼ最適となる． dyadicな確率分布に対しては， もちろん直ちにハフマン符

号木が定まる． この場合のハフマン符号は冗長度がゼロであり， 符号語シンボ

ルの0と1の頻度が平均として等確率で生起するという興味深い性質を持って

いる． なおこの性質は， 他の分布では一般には成立しない[53]． 確率p(i)が

1/iに比例する有限ゼー タ関数確率分布は， Gutman[54]により研究され， ある

有限情報源アルファベットサイズに対しては， ハフマン符号木が明確に見つけ

られることが示されている． Tucker[55]は， i(i=I,…，K)に比例する確率を

調べている． Hwang[56]は確率がただ2つの値のどちらかしか取らない場合を

取り扱っている． あるデー タ構造への応用において生じる特殊な形の分布が，

文献[57]でハフマン符号化されている． その他にも， 最小平均符号語長が明確

に知られている可算無限情報源確率分布が幾つか存在するが， それらは次節で

取り扱う．

Gallagerが示した “ sibling property" [26]は， 符号木がハフマン符号木とな

るための必要十分条件を与えている． その条件は， 木の各節点を確率の非増加

順に並べたときに， 兄弟節点が隣同士となるように並べることができることで

ある． この性質は， 与えられた符号木がある確率分布に対してハフマン符号木

になっているかどうかを調べるのに使うことができる．

Long o とGalass o[58]はハフマン符号に対する最小識別問題の手法をとり，

ある dyadicな分布と同じハフマン符号を持つ情報源確率分布の条件を見つけ

ている． ［59]でその拡張が取り扱われている． 識別問題は， ある確率分布を持

つ情報源が， 異なる確率分布に基づいて過って符号化されるような確率分布の

ミスマッチを評価するときにも生じる[60]-[62].

HuとTucker[63]およびHwang[64]は， 実際に符号を構成することなく，

異なっだ情報源確率分布に対してハフマン符号の平均符号語長を計算する問題
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 を考えている ． 彼らは， ハフマン符号の平均符号語長に関する不等式に対して

十分条件となる情報源確率分布のある汎関数に関する不等式を与えている ． 彼

らのアプロー チは， 不等式理論における majorizationの概念と関係している ．

Hwangの論文[64]は， 他の点で興味深い ． かれは， r値ハフマン符号より

もさらに 一般的なハフマン符号木を取り扱っている ． その木では， 各内部節点

から出ている枝の数が， 節点ごとで可変なある整数値になっている ． Chuと

Gill[65]も可変の内部節点次数を持つ符号木を取り扱っている ． なお， Hwang

とChu-Gillは後で述べるHu-Tucker問題も議論している ．

3 可算無限情報源アルファベットとユニバーサル符号化

ハフマンアルゴリズムは確率が最も小さい2つの情報源シンボルを結合して

いくボトムアップなものであるため， 可算無限個のアルファベットにはハフマ

ン符号化を直ぐには適用できない ． しかし， GallagerとVanVoorhis[66]は，

可算無限の分布から得られる有限分布に対するハフマン符号を構成し， その極

限を取る手法で， 可算無限の幾何分布に対する最小平均符号語長符号を得てい

る ． 彼らの研究はこの問題に対するGolomb[67]の初期の研究を拡張したもの

である ． なお， 幾何分布は定常無記憶な2値確率変数によって 生成されるラン

レングスを記述する場合に 生じる ． 同様の手法は， 可算無限情報源分布の他の

パラメ ー タ族に適用されたり， あるいは特殊な構造を持つ無限木が最適となる

ための情報源確率分布に対する十分条件を求めるために用いられている[68]

~[70]. Linder[71]は， この 一般的なアプロー チが情報源のエントロピ ーが有限

なときはいつも最適な符号を与えることを証明したが， それは構成的な手法と

はなっていない ． Han, Kato, N agaoka[72]は， 無限エントロピ ー分布に対し

て証明を拡張している ．

幾何分布のパラメ ー タに依存した整数によってパラメ ー タ化されている

GallagerとVanVoorhisの無限符号木はElias[73]の意味でユニバー サルでは

ない ． 無限アルファベットに対するユニバ ー サル符号は次のような性質を持っ

ている ． より短い符号語がより確率の大きなシンボルを表現するために使われ

ているとき， 任意の可算無限情報源分布に対して， 情報源エントロピ ーの定数

倍でその平均符号語長が上からおさえられる ．

多くの著者[74]~[85]がユニバ ー サル符号に関連して可算無限符号木を議論し

ている ． 文献で取り扱われている多くのユニバー サル符号木は， ［86]の3.3節

で記述されているように命数法(Systems of numeration) [87]に基づいた共通

の枠組みにはいる ． 命数法に基づくユニバ ー サル符号の具体的な例が[88]

~[9 0]あるいは[91]に示されている ． その 一般的なアイデアは， 次のようなも

のである ． 各正整数Xを2値符号木がそれぞれ必ず存在する2つの要素から

なる2値の符号語に対応させる ． 無限系列V={Vi, i=l,2,…}を定め， 2 
1<i<J 
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VべX三 2 Viとr= x- � Vi ― 1を満たすペア(j,r)で2 V，に 対する
J,:;,:j+l l5ei5ej 15'心J

相対位罹を用いてXを表現する． jを表わすためのjビットの単進符号とr

を示す「log2 Vilビットの系列を連接して符号語を作る． もちろん， 非ユニ

バーサ ルな可算無限アルファベット符号木も， 特にrの表現に可変長系列を

許すことにより， この命数法の2つの要素を用いて説明できる． 無限符号木の

観点に入らない（したがってここで述べていない）ようなユニバーサ ル符号化に

対する他の様々なアプロー チが存在する．

4 ハフマン符号化問題における辞書順制約：Hu-Tucker問題

符号化される情報源シンボルが， 符号木上で固定された左から右への順序で，

葉に割り振らなければならない場合を考える． つまり， 2値符号語がある特別

な辞書順（あるいはアルファベット順， 線形順序）を満たさなければならないと

する ． ある情報源の確率分布とそのシンボルの線形順序制約に対して， ハフマ

ン符号木（あるいは， 最小平均符号語長の木が一意でない場合は， ハフマン符

号木と同じ平均符号語長を持った木）が希望した線形順序を満たすことがある

かもしれない． 例えば， 情報源シンボルがそれらの生起確率の単調増加あるい

は単調減少順に線形順序をなす場合などである． しかし， 一般にはハフマン符

号木は希望する線形順序を満たさず， 情報源シンボルに対する線形順序制約の

下で平均符号語長を最小にする符号木は， ハフマン符号木の最小値より大きい

平均符号語長を持つ． そのような線形順序を満たす符号木は， Hu と Tucker

のアルゴリズム[92]~[96]により得ることができ， その平均符号語長は[H,H

+2)の間に入る． なお， 辞書順符号に関する最初の研究は， GilbertとMoore

[97]まで遡る．

Hu- Tucker アルゴリズムの中心的な処理は， ハフマンアルゴリズムのよう

に 2 つの節点を 1 つに結合する処理であるが， 結合するシンボル対は， ある一

般的な意味での線形順序で隣接するものに限られている． この結合操作を繰り

返し適用することにより符号木が作られるが， その木を再配置することにより，

元の木と同じ符号語長をもち線形順序を満たす木を作ることができる． 単純な

ハフマンアルゴリズムと比べて理解するのが難しいアルゴリズムである ．

Hu- Tucker 符号木に対して， Kraf tの不等式に相当するもの（つまり， 辞書

順制約された符号木が存在できる符号語長の集合の特徴付け）を幾人かの著者

が証明している[98]~[101] ． この結果を基に， 情報源確率とその線形順序につ

いて部分的に情報が与えられたとき， ［0,2)の間にあるHu - Tucker 符号の冗

長度をより精密に求めたり， あるいは， Hu- Tucker の平均符号語長の限界を

同じ確率分布に対するハフマン平均符号語長で表現するような多くの研究結果

が得られている[98]~[101]. Hu- Tucker 問題に対する情報源分布の最悪順序は，

鋸歯状の順序であるというKlei tman と Sa ks[102]の結果は， Hu- Tucker 平均
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符号語長の上界も与えている ． HuとTan[l03]は， Hu-Tucker問題を特殊な

場合として含むより 一般的な順序付き探索木において， その性能の上界を導く

ために 同様の手法を用いている ． Hu-Tucker符号木を特徴付ける他の 一連の

結果はRamanan[l04]に因っているが， 彼は特殊なHu-Tucker符号木が最適

となるための十分条件である情報源確率に関する不等式を与えている ． なお

Ramananの研究の動機は， ある定められた情報源確率に対して与えられた木

がHu-Tucker木になっているかどうかを， 最適な木自身を構成するよりも計

算量的に簡単にテストする方法を見つけ出すことであった ．

Hu-Tuckerの線形順序よりもより厳しい制約をハフマン問題に課している

ものとしてVanVoorhis問題[105]があり， そこではさらに符号語長が単調に

増加しなければならない ． その制約の結果， VanVoorhisアルゴリズムによ

って得られる最小平均符号語長は， Hu-Tucker符号の符号語長を用いて上界

が与えられるような平均符号語長を持つ ．

最小平均符号語長符号化問題以外でハフマンおよびHu-Tucker符号木が使

われる 組合せ論的な検索問題は， ある項目が与えられた集合に含まれているか

どうかを区別できる 一連の検査に基づいて， 識別項目を検査する問題である ．

各項目が識別項目である可能性の程度を表す事前確率が各項目ごとに与えられ

ているものとする ． もし項目が， 石油のパイプラインのように 左から 右に固定

された順序で並んでいるあるシステムの構成要素であり， 検査が検査点より 左

に識別項目（つまり欠陥）があるかどうかを検査するものである場合， その識別

項目を 同定するための検査の平均回数を最小にするテスト木は， Hu-Tucker

木となる ． 半順序内に単 一の識別要素を持つような完全連結された半順序構造

にしたがって各要素が配列されている拡張問題も研究されているが[107]， まだ

完全には解かれていない ． 情報源シンボル上のこのような半順序制約に適用で

きるHu-Tuckerアルゴリズムの 一般化は興味深いかもしれない ． この場合や

あるいは他の検索問題における拘束された木に対して適当な Kraft型の不等

式を導くことも（ほとんどの場合には無理かもしれないが）興味深い ．

線形順序に並んだ項目を並列検索するため， あるいは順序付けのないハフマ

ン問題の並列問題に対して， 最適な森（複数の木）は， Hu-Tuckerやハフマン

結合アルゴリズムをK-m回の結合の後ストップさせることにより求められる

[92] ． 森の中のm個の木のおのおのを 同時に検索することができ， それらの検

索者のだれかが1つの識別項目を探し出すまでにかかる平均時間が最小になる ．

これらの問題に対して， 上記で得られる最小平均パス長に関するエントロピー

限界が[108]で与えられている ．

なお， 2値でないHu-Tucker問題は， 本質的にまだ未解決のままである ．
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5 ハフマ ン符号化と Hu- Tucker 符号化 に お け る 最大符号語長制約

ハフマンとHu-Tukcer問題は， 全ての符号語がある最 大値より長くならな

いという制約をさらに 加えて考えることができる ． 許容最 大値が 増加するにつ

れて， 制約のないハフマンおよびHu-Tucker符号木に 明らかに 近づいていく ．

また， 一般的には， 最 大長制約がない場合に 比べて制約がある場合には， 平均

符号語長が長くなる ．

最 大符号語長制約下でのハフマン符号化に対する現時点での最もよいアルゴ

リズム的なアプロー チは， LarmoreとHirschberg[l13]のアルゴリズムに基づ

いた Moffatらのもの[110] ~ [112]である ． ただし， 同じ問題に対する多くのア

プロ ー チ[114] ~[121]が初期のこ ろになされている ． 最 大符号語長制約下での

Hu-Tukcerアルゴリズムは[122]で 取り扱われてい る．

最 大符号語長制約符号化 問題に対していくつかの性能解 析がなされているが，

Capocelliと De Santis[123]は p(l)または p(K)が与えられている場合を含め

て， この場合の 冗長 度の 限界を得ている ． 符号語長制約されたHu-Tukcer 間

題に対する 同様の問題は， まだ研究されていない ． 最 大長制約されたHu-Tu­

kcer問題に対する最 悪の情報源確率の順序は制約のない場合と 同様， のこ ぎ

り 歯形の順序である [124] .

AnilyとHassin[125]の研究は， 最 大長制約のような制約に関係している ．

彼らは平均符号語長に関して最もよい木， 2 番 目によい木， …， S 番 目によ い

木を計算し， それらの 候補の木が制約を 満たすかを順次調べることにより， 制

約を 満たす最 良の木を見つけている ．
一般に S 番 目によい木の平均符号語長

に対するエントロピ ー限界はまだ求まってお ら ず， 興味深い問題である ．

6 他の符号語長汎関数値の最小化

ハフマンとHu-Tuckerの 両方の問題は， 平均符号語長以外の符号語長の汎

関数値を最小化するという 一般化の下で考えることができる ． 特に， 最適な木

を構成するためにハフマンやHu-Tuckerアルゴリズムのような結合型アルゴ

リズムが使える場合が興味深い ．

Parker[l26]は， 一般化されたハフマン問題に関するたくさんの研究を共通

の 包括的な枠組 みに 統合した ． 特に Parkerは， Xと Yが結合される節点の

確率重みであるとき， 結合された 親節点の 軍みが “準線形 (quasilinear) ’'な結

合関数 F(X, Y)で与えられる場合について研究を行っている ． オ リ ジ ナルの

ハフマンアルゴリズムでは， F(X, Y)=X + Yであるが， 応(X, Y)=max 

{X, Y} + cの場合も Parkerの枠組みに 入っている ． なお， Pakerの 一 般化

結合アルゴリズムでは， 最も小さい 重み Xと Yを持つ2つの節点を結合し

て 重み Fm(X, Y)を持つ 親節点を作る ． もし， Gが木の内部節点 上の “Schur

の 凹な '’ コスト汎関数の場合は， 一般化結合アルゴリズムは Gが最小化され
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る 木を作 る ． 通常のハフマン ア ル ゴ リ ズム の場合 G は総和であり， 内部節点

の重みの総和を最小にする 木は， 平均符号語長 �p(i)l(i)を最小にす る 木と完

全に一致す る ． Parkerの枠組みに入 る コ ス ト 汎関数の他の例は Gm = max ｛内

部節点の重み｝ の場合であ る ． Fm(X, Y )に対して一般化結合アル ゴ リ ズ ム で

作っ た内部節点の最大重みを最小にす る 木は， max (p(i) + cl(i)） を最小化す

る 木と完全に一致す る ． その結果得 られる 最小符号語長汎関数値に対する 一般

化されたエントロピ ー限界は， ［126 ]で示されてい る ． p(l )が与え ら れてい る

場合に対しては， ［127 ]で取り扱われてい る ． Parkerの枠組みに含まれ る 特

殊な場合が， ［128], [129]および[126 ]の文献で取り扱われてい る ． Knut h[l30]

は， ハフマン問題を第二の最適化基準と統合す るエレガン ト な抽象的な視点か

ら ， Parkerの問題を再検討した． 第二の最適化基準としては， 与え ら れだl胄

報源確率の下で， 符号語長の総和を最小にする というSchwartz[131]の符号化

問題や， 符号語長の分散を最小にす る K ou[l32]の符号化問題などがあ る ． な

お， Schwartz と K ouの符号化問題に関しては文献 [133 ]でも取り扱われてい

る ． Mark ows ky[l34]もまた第二の最適化基準を伴うハフマン問題を取り扱 っ

てい る ． C hang とTh omas[l35]は， 符号木に関す る Knut h の代数的な視点 を

さ ら に深め， 情報源確率が確率変数で与え られている 場合を取り扱っ ている ．

一般的な結合関数を用い る 場合に対す る Hu-Tucker問題は， Hu, Kleitman, 

Tama ki[l09]により研究され， 幾つかのあ る 性質を満たす結合関数と コ ス ト 関

数が取り扱われてい る ． Parkerの一般化ハフマンアル ゴ リ ズムが成り立つ F

と G のクラ ス と， Hu-Kleitman-Tama ki の一般化 Hu-Tuckerアル ゴ リ ズ

ムが成立する F と G のクラ スの間にどのような対応関係が存在す る かは， す

ぐには明 ら かにはな ら ない． これ ら 2つの独立に一般化された定式化を一つの

ものにまとめ ることは， 有益な研究課題であ る ． Hu-Kleitman-Tama ki アル

ゴ リ ズムで得 ら れる 辞書順符号に対す る最小符号語長汎関数値に一般化したエ

ン ト ロピ ー型の限界を 導 出 す る ことも興味深い問題であ る ．
一般結合 Hu­

Tucker型のアル ゴ リ ズムが， c = l の場合の Fm と “ Gs ＝ 総和” という特殊な

G, F のペアに対して最適な木を見 つけ る ことを， Z hang[l36]が証明した． な

おこの関数のペアは， Hu-Kleitman-Tama ki によ っ て取り扱われた F と G

の元のクラ ス には含まれていないものであ る ． Kirkpatrick と Klawe[l37]は，

[109]で部分的に取り扱われた， 2値でない場合の辞書順符号に対して c = l

の場合の Fm と Gm の問題を詳しく取り扱 っ てい る ． 彼 ら は， こ の F と G の

ペアに対す る 一般化されたエントロピ ー型の上界も与えている ．

一般化結合アル ゴ リ ズム で最適木が見 つ け ら れ る Parkerや Knut h の最適

化基準以外の他の最適基準の下で， ハフマン問題が取り扱われてい る 場合もあ

る ． そのような問題の一つは， C over[l38]の競合的最適符号(competitively opti­

mal code) であ る ． ハ フマン木は， 任意の L'= {l'(i)} に対 して， �p(i)( l(i)
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-l '（i)）:S:0を満たすL={l(i)}を与える． Co ver は， �p(i)sg n (l(i)-l '(i)) 

:S:0となる 木 を 見 つ け る 問題 を 考 察 し た． F ed er[l39] とYamamoto と Ito h

[140]も競合的最適符号を取り扱い， Yamamoto- I to h は， もし与えられだ情報

源確率に対して競合的最適符号が存在するときには， それはハフマン符号木で

あることを示し， 競合的最適符号が存在するための条件を与えた． 非線型関数

f のある一般的なク ラスに対して， �p(i)j(l(i)-l '(i)）:S:0 と なる木を見つ け

るのは興味深い問題となるかもしれない．

Larmore [l41]は， 符号化された系列の通信時における遅延をモ デル化すると

きに生じる， 平均符号語長と符号語長の分散の特殊な非線型関数を最小化する

問題に興味を持った． 彼は， ハ フマン型のこの問題を解いているが， Hu­

Tucker 問題は未解決である． その問題へのアプロ ーチは， まず平均符号語長

と符号語長の分散のすべての線形な組合せ関数を最小化し， 次に問題としてい

る特殊な非線型関数に関して， 最初の結果得られた集合内のすべての候補木上

で探索するという2段階のステ ップからなっている． そのため， その一般的な

アプローチは も っと広い応用が期待できるように思われる． しかし， アル ゴ リ

ズム自身は， 結合型のハフマンアル ゴ リ ズムほどエレガントではない ．

Co h en とFredman[142] は， m 個の独立なプロセ ッサ ーが単一の検査木を並

列に使 う 場合の性能の最小化問題を取り扱った． 各プロセ ッサ ーは， それぞれ

k 個の項 目 から独自の 識別項目を同定するものとし， 特に， m 個の識別項 目

は確率Pにしたがって独立に選択されるものとする． 各プロセ ッサ ーの検索

は計算の次のフ ェ ーズが始まる前に全て完了していなければならないという仮

定の下で， 木上の m 個のパスの最大値の平均長を最小化する問題である． m

=1の場合は， 通常のハ フマン問題となり， 辞書順制約がある場合はHu­

Tucker 問題に一致する ． 彼らの準最適アル ゴ リ ズムでは， m = l のハフマン

アル ゴ リ ズムが適用できるある変換された確率の集合を導出するようなアプロ
ーチを用いている． この問題を最適に解くことは， 明らかに興味深い問題であ

る．

7 お わ り に

性能評価や木の特徴付け の観点やあるいはアルゴ リ ズム的な観点から， さら

に研究する価値のあるハフマン符号化問題の興味深い関連問題が数多く残され

ている． 本論文が従来の研究に対する有益なガイ ドとなれば幸いである．
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[Abstract] 

応 用 数 理 [ 100 ] 

Huffman coding is the most well known code tree prob lem, b ut there are 
a numb er of interesting variations of the prob lem which are less well 
known, and there are many results availab le concerning the properties of 

Huffman codes. This paper addresses the Huffman code tree prob lem and 
characteristics of the Huffman code tree along with several prob lem varia­
tions, specifically, when the source alphab et is infinite, when a lexicographic 
constrain is imposed on the codewords, or, that is, the Hu-Tucker code tree 
prob lem, when a maximum length constraint is imposed on the codewords, 
and when other tree characteristics b esides average codeword length are 
minimized. 


